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貸し手の銀行がある企業に満期 T で額面 Dの担保付貸出を行うことを考える．担保価値は
At で表現され確率的に変動すると仮定する．貸出先の企業が満期 T までにデフォルトした際
には，その時点の担保資産の一定割合 δがその貸出の回収に充てられると仮定する．貸出先企
業のデフォルト時刻を τ と表記すると，企業がデフォルトした際の銀行の損失は
(2.1) Lτ =D − δAτ
と表現される1)．ここで δは担保の処分に際して価値が減価する割合を示す定数である．具体
的なモデルとして，確率空間 (Ω,F ,P )上で2)，担保資産価値は幾何ブラウン運動
(2.2) dAt =µAAtdt + σAAtdW
A
t
に従っていると仮定する．一方，当該企業のデフォルト強度 λt は，潜在変数 yt を用いて
(2.3) λt =(yt + α + βt)
2
と表現されるものとし，潜在変数 yt は次の Ornstein-Uhlenbeck過程に従うとする3)．
(2.4) dyt =−κytdt + σydW yt
ここで（2.2）式と（2.4）式の確率過程に含まれるブラウン運動は







動W yt ，WAt から生成される増大情報系は，Ft = σ({W ys ,WAs : s≤ t})として，(Ft)で表す．さ
らに，別の増大情報系 (Gt)を
(2.6) Gt =Ft ∨ Ht


































は時点 tから時点 T までに回収される期待回収担保価値を表している．



































おいて，潜在変数 ytを（2.4）式の Ornstein-Uhlenbeck過程で与え，短期金利を（2.3）式の λtで置
き換えた式に相当している．この性質を踏まえ，割引債価格の評価式導出方法を援用すると，
時点 tでみた時点 T までの生存確率 Γ(t,T )は以下のように与えられる．
(3.4) Γ(t,T )= exp(C0(t,T )− C1(t,T )yt − C2(t,T )y2t )
ただし，（3.4）式の係数 C0(t,T )，C1(t,T )，C2(t,T )は，それぞれ，
(3.5) 0=−1− dC2(t,T )
dt





(3.6) 0=−2(α + β t) − dC1(t,T )
dt
+ κC1(t,T ) + 2σ
2
yC1(t,T )C2(t,T )





{−2C2(t,T ) + C21(t,T )}
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という常微分方程式を







(3.10) F (t,T )=
2γeγ(T−t)
(γ + κ)e2γ(T−t) + γ − κ




(γ + κ)e2γ(T−t) + γ − κ





















αγ{(γ + κ)eγ(T−t) − (γ − κ)e−γ(T−t) − 2κ}
+β{(γ − κ)e−γ(T−t)(1− γt) + (γ + κ)eγ(T−t)(1 + γt)− 2γ(κT + 1)}
]
γ2{(γ + κ)eγ(T−t) + (γ − κ)e−γ(T−t)}
C0(t,T ) = −α2(T − t)− αβ(T 2 − t2)− β
2(T 3 − t3)
3
+











γ5{(γ + κ)eγ(T−t) + (γ − κ)e−γ(T−t)}
ただし，
G(t,T ) = (γ − κ){α2γ2G1a(t,T ) + 2αβγG2a(t,T ) + β2G3a(t,T )}(3.17)
+(γ + κ){α2γ2G1b(t,T ) + 2αβγG2b(t,T ) + β2G3b(t,T )}
であり，G(t,T )の係数は以下のように与えられる．
(3.18) G1a(t,T )=−eγ(T−t) + 4− e−γ(T−t)(3 + 2γ(T − t))
(3.19) G1b(t,T )= e
−γ(T−t) − 4 + eγ(T−t)(3− 2γ(T − t))
(3.20) G2a(t,T )= e
γ(T−t)(1− γT )− 2(1− γ(t + T )) + e−γ(T−t)(1− γ(2t + T ) + γ2(t2 − T 2))
(3.21) G2b(t,T )= e
−γ(T−t)(1 + γT )− 2(1 + γ(t + T )) + eγ(T−t)(1 + γ(2t + T ) + γ2(t2 − T 2))
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G3a(t,T ) = −4γt(1− γT )− eγ(T−t)(1− γT )2(3.22)
+e−γ(T−t)
(
1 + 2γt− γ2(2t2 + T 2) + 2
3
γ3(t3 − T 3)
)
G3b(t,T ) = −4γt(1 + γT ) + e−γ(T−t)(1 + γT )2(3.23)
−eγ(T−t)
(
1− 2γt− γ2(2t2 + T 2)− 2
3


















t − σAt, W˜ yt =W yt − ρσAt
が標準ブラウン運動となり6)，状態変数 yt は
(3.27) dyt =(−κyt + ρσAσy)dt + σydW˜ yt
という確率過程に従う．ここで，状態変数 y˜t を
(3.28) y˜t = yt − ρσAσy
κ
とすると，（2.4）式は
(3.29) dyt = dy˜t =−κy˜tdt + σydW˜ yt
と書き表せる．
変換後の確率測度 P˜ で情報 Ft を所与とした期待値を E˜t[·]で定義すると，（2.10）式の期待回
収担保価値の被積分項は
Et[e




















































(3.32) λt =(yt + α + βt)

















=Γ(t,T |α˜, y˜t)= exp(C˜0(t,T )− C˜1(t,T )y˜t − C2(t,T )y˜2t )

































状態にあることを示す．これら y0 と αについては (y0,α)= (−0.03,0.2)と (y0,α)= (0.03,0.17)
の 2つのパターンを設定する10)．κについては κ=0.1,1,5,10の 4つの場合を想定し，ρを −1
から 1まで変化させる．
まず，β =0として，ρを −1から 1まで変化させて（3.36）式で算出される時点 t=0で期待損




いほど損失が拡大しやすいことがわかる．なお，期待損失の水準は，y0 < 0の場合は κが大き
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図 1. 相関 ρ に対する期待損失（β =0）.
図 2. 相関 ρ に対する期待損失（β =0.01）.
次に，デフォルト強度のトレンド効果を表すβを導入し，その効果を考察する．βをゼロで















































で定義し，その確率測度での情報 Ft を所与とした期待値を E(n)t [·]で表すことにする．









t = yt −
nρσAσy
κ
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時刻 tで観察したときの時刻 T での状態変数 yT と対数担保価値 lnAT の共分散は







となり，y2T と lnAT の共分散は
covt(y
2









となる．したがって，デフォルト強度 λT と対数担保価値 lnAT の共分散は，
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covt(λT , lnAT ) = covt(y
2
T + 2(α + βT )yT , lnAT )(4.3)
=




vart[λT ] = covt(y
2
T + 2(α + βT )yT ,y
2
T + 2(α + βT )yT )
= vart[y
2
T ] + 4(α + βT )
































(4.4) vart[λT ] =









ds= σ2A(T − t)
であるので，（4.3），（4.4），（4.5）式より，デフォルト強度 λT と対数担保価値 lnAT の観測時点 t
での相関は
corrt(λT , lnAT ) =







2κ(T − t)(1− e−2κ(T−t))
α + βT + yte
−κ(T−t)
|α + βT + yte−κ(T−t)|
で与えられる．
（4.6）式の条件付相関は，κを正に設定することにより，
(4.7) α + βT + yte
−κ(T−t) > 0
という条件を満たせば，ρと同じ符号となる．この条件は βを非負と設定したうえで，初期時
点 t=0では α + y0e−κT を正に設定すれば満たされることがわかる．すなわち，初期観測時点
0では，このようなパラメータの選択により，ρ< 0とすることでデフォルト強度と対数担保価
値との間に負の相関を表現することができる．








(4.8) yt <−(α + βT )eκ(T−t)
で与えられる．
デフォルト強度と対数担保価値の相関が設定した相関 ρと逆符号になる（4.8）式の条件は，yt




ない．実際，yt + α+ βtが負の値になる状況を考えてみると，その直前では yt + α+ βtは 0に


























本補論では，（3.4）式の係数 C0(t,T )，C1(t,T )，C2(t,T )が，（3.5）∼（3.8）式の常微分方程式を
満たすことを次の補題で証明する．
補題 1. （2.4）式の潜在変数 ytを用いて（2.3）式のデフォルト強度で表現される（3.1）式の生存




















とおくと，Mt はマルチンゲールになるため，dMt のドリフト項は 0でなければならない．伊
藤の公式を用いてその条件を求めると，
(A.2) 0=−λtΓ(t,T ) + ∂Γ(t,T )
∂t




















（1）（連続性）Wt が tに関して連続でW0 =0．
（2）（定常正規性）任意の 0≤ t0 < t1 < · · ·< tN に対して，Wtj −Wtj−1 (j = 1, . . . ,N) が tj−1
までの履歴によらずにそれぞれ正規分布 N(0, tj − tj−1)に従う．


































































































































































































































3) ここで想定する Ornstein-Uhlenbeck過程は中心回帰水準が 0の確率過程であるが，中心
回帰水準 θを持つ Ornstein-Uhlenbeck過程を考えることも可能である．ただし，状態変
数 yt はデフォルト強度 λt を定めるための潜在変数であり，変数変換によりその回帰水
準 θは（2.3）式の αと同じ効果を持つだけであることがわかる．現実のデータからのパラ











ては，木島・田中（2007）の第 3章を参照．（3.25）式の測度変換のもとで W˜At と W˜ yt が標準
ブラウン運動になることは補論 Bを参照．
7) C2(t,T )はパラメータ αに依存しない係数であるので値は変化しない．
8) 本稿では，観測確率のもとで議論を行っているが，リスク中立確率のもとで（3.35）式を評
価するとき，担保資産に配当がないと仮定すれば µA は無リスク金利 rと一致するため，
（3.35）式右辺は At{1− Γ(t,T |α˜, y˜t)}と整理できる．
9) 生存確率 Γ(0, s|α,y0)を積分の測度として時間 sについて被積分関数 e−as を積分する計
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算は，部分積分により，∫ T
0




となって，被積分関数を e−asΓ(0, s|α,y0)とした時間 sに関する通常の Riemann積分に
帰着する．以下で示す数値例は統計言語 Rでプログラミングし，積分については標準の
関数 integrate（）の適応求積法（adaptive quadrature）を用いて数値積分している．
10) D,A0, δ,T,µAは山下・吉羽（2010）の設定と同じである．σy は伊藤の公式より山下・吉羽
（2010）の σh/2に対応させている．σA は山下・吉羽（2010）の σA
√
ht と対応する．山下・
吉羽（2010）では，デフォルト強度の初期値 h0 と回帰水準 h¯として 4％，3％という水準
を考えていることを踏まえ，λt = 4％ の水準として σA を 10％に設定している．また，




0.03∼=0.17という水準である．そこで，y0 =−0.03，y0 =0.03の 2つのパ
ターンで，デフォルト強度の初期値と回帰水準に合わせて αの水準を決めることにした．
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Analytical Solution for m-th Moment of a Collateralized Loan’s Loss
under a Quadratic Gaussian Default Intensity Process
Satoshi Yamashita1 and Toshinao Yoshiba2
1The Institute of Statistical Mathematics
2Bank of Japan
In this study, we derive an analytical solution for the expected loss and the higher
moment of loss distribution for a collateralized loan, focusing on the correlation between
default intensity and collateral value. To ensure non-negativity of intensity, we assume a
quadratic Gaussian process for the default intensity. The correlation between the default
intensity and the collateral value is expressed by the correlation of the two Brownian
motions that drive the movement of the state variables of the default intensity and the
collateral value. Given these settings, we show the expected recovery value, which is a
component of the expected loss, as given by a Stieltjes integral with a measure-changed
survival probability. More generally, we also show that the m-th moment of loss distri-
bution can be calculated by a combination of Stieltjes integrals with a measure-changed
survival probability. Using numerical examples, we analyze the eﬀect of the correlation
on the expected loss and the standard deviation of the loss.
Key words: Default intensity, stochastic recovery, quadratic Gaussian, expected loss, measure change.
